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DINAMICA 3: Els teoremes de transformacio6

A) El teorema de les forces vives

Fins ara hem resolt problemes en que les forces eren constants. Era facil de respondre l'interrogant de “com es mou un cos”,
és a dir, quina posicié té a cada instant. Com que coneixiem les forces, podiem amb la 2 llei, calcular 'acceleracié a i, amb
les formules de la cinematica del MRUV, sabiem a cada instant t la posicié x la velocitat v.

Pero ara ens trobem que les forces sén variables i aix0 ja no es pot fer. Per exemple, quan un cos es mou pel camp
gravitatori, lluny de la superficie de la terra 0 una particula carregada va per un camp eléctric variable, llavors les forces
depenen de la posici6 i com que el cos es mou, les forces canvien.

Ens cal introduir noves magnituds i, basant-nos en la 2 llei, trobar noves lleis, que ara en direm teoremes perqué totes sén
deduides matematicament de la 2° llei de Newton que és el tronc d'on surten totes les branques de I'arbre de la dinamica.
El treball i I'energia cinética: Dues noves magnituds

Suposem que una forga constant F mou un cos per un pla horitzontal sense fregament al llarg d’'un espai Ax.

Definim el treball W com
“la magnitud que resulta de multiplicar la for¢ca F per I'espai recorregut Ax.”

La seva formula sera: W = F-Ax

i les seves unitats:  [unitats de treball ]= [unitat de for¢a]-[unitat d’espai] = N-m = J = joules

Ara I'energia cinetica Ug:
Com que, per poder simplificar el raonament, hem suposat que la forgca era constant, el cos es moura amb un MRUV i podem
escriure:
vi-vi o1 1
W =FAx=maAx=ma——2>=-—mv? -=mv> =U_-U_, =AU, (1]
2a 2 2 '

Hem fet F = ma (2° llei) i hem calculat Ax amb la férmula: vZ = Vg + 2aAX

De I'expressio Em\/2 en diem energia cinetica U, del cos: ¢
2

Es una nova magnitud. Comprovem que les seves unitats son joules igual que el treball que I'ha produida:
2

[unitats d'energia cinét]=[unitats mv?]=[unitats de massa]-[unitats de velocitat]? :[kg]-[r:—z]:[kg sz]-[m]: N-m=J

Si mirem a I'expressio [1] el treball que hem fet, podem escriure: W = AUC

Aquesta darrera expressio és el teorema de les forces vives: “El treball fa variar I'energia cinética del cos”

Que es sol enunciar aixi:
“El treball fet a un cos lliure, * no es perd sin6 que es transforma en energia cinética i el cos la guarda de manera
gue aquest cos podra tornar a fer el treball que ha rebut”

Com es calcula el treball d’'una forga que varia amb la posicio

Ja es veu de seguida que per fer servir la férmula del treball: W = F-AXx, cal que la forga F sigui constant. Quan la forga és
variable, per calcular el treball, cal recérrer al calcul integral. El raonament és el segiient. Imaginarem que el trajecte Ax al
llarg del qual la forca fa el treball, el dividim en un nombre infinit de trossos infinitament petits dx tant petits que es pot
imaginar que quan la forga en recorre’n un es manté constant. Llavors ja es pot calcular el treball fet a cada un d’aquests dx
amb la formula d’abans. Aquest treball també sera infinitament petit dW.

dW = F.dx
El treball total sera la suma d’aquests infinits treballs dW infinitament petits des de la posicio inicial X; en qué comenca a
actuar la forga fins a la final X,. D’aix0, en matematiques, se’n diu una integral definida.

W = [ Fdx

Amb les formules que ens donen les matematiques podrem resoldre aquests problemes.

! Cos liiure vol dir gue no rep cap altra forca que la que li fem nosaltres. Si hi hagués hagut fregament, hauriem pogut calcular el treball amb
la resultant, F' = F — F+. Aixi F’ és una forga que fa treball a un cos lliure.
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Ara farem servir aquest teorema per resoldre un exercici en queé ens demanen la velocitat final que agafa un cos quan hi
actua una forca que varia segons la posicio.

Exemple 1

Estirem un cos de 20 kg amb una forca variable F(x) = 800 — 80x (en N i m) per un pla horitzontal. Hi ha un fregament de p =
0,2. El cos té una velocitat inicial v, = 16 m/s i la forca la fem en la mateixa direccié que la velocitat. Calcula la velocitat quan
hagi recorregut 8 m en els casos segiients: a) La forca té el mateix sentit que la velocitat inicial. b) La forga té sentit contrari a
la velocitat inicial.

Calculem primer la forga de fregament: F, = xmg =0,2:2010=40 N
La forca que fa treball és la diferencia: F'=F —F, = (800 —4x) —40 = 760 — 40x

El treball que la forga F’ fa en un tros dx és: dW = F"-dX i el treball total sera la suma de tots aquests dW , és a dir, la
integral:

x=8 x=8 , 8 B 2 2 2
W=| dw= L_o Fdx = jo (760 — 80x)dx = [760x — 40x ]0 = (7608 — 408?) — (769-0 — 40.0?) =3.520 J
Ara ja sabem el treball que ha rebut el cos. Calculem I'energia cinética inicial: U o = % mvj = E 20162 =2.560 J

i, amb el teorema de les forces vives, sabrem la final:
a) En el cas que la forca tingui el mateix sentit que la velocitat

W=AU, | ® W=U,-U, > U =U, +W =2560+3520=6.080 J

Ila velocitat: U, = Em\/2 > y= \/ZUC — \/2608%
2 m 20
b) En el cas que la for¢a vagi en sentit contrari a la velocitat. Ja veiem que aqui el treball que rep el cos li fa disminuir I'energia
cinetica. Es sol dir que el treball és negatiu. L'energia cinética final sera:

U ,=U_,,-W=2560-3520=-960 J (Elsigne negatiu aqui és simbolic)

L 2U / . ) ) .
| la velocitat final: v = ¢ - % =-9.8 m/s seraen sentit contrari a la inicial.
m

=24,66 m/s

B) El teorema de I'impuls i la quantitat de moviment

Quan una forga actua al llarg d'un cert espai AX com a I'exemple anterior, també ho fa, evidentment durant un cert temps At..
Abans sabiem com variava la for¢a en funcio de la posici6 x, ara considerarem el cas en qué coneixem la forca en funcio del
temps t. Com abans, necessitem introduir noves magnituds.

L'impuls i la quantitat de moviment: Dues noves magnituds

Suposem que una forga constant F mou un cos per un pla horitzontal sense fregament durant un temps At.
Definim I'impuls | com

“la magnitud que resulta de multiplicar la for¢a F pel temps que ha actuat At.”

La seva formula sera: | =F At

i les seves unitats:  [unitats d'impuls ] = [unitat de for¢ca]-[unitat de temps] = N-s

Ara la quantitat de moviment p:
Com que, com abans amb el treball, per poder simplificar el raonament, hem suposat que la for¢a era constant, el cos es
moura amb un MRUV i podem escriure:
V-V
| =F-At=ma-At=ma C=mv-mv, =p-p, =Ap (2]
a

Hem fet F = ma (2° llei) i hem calculat At amb la formula: V. =V, + a-At

De I'expressi6 MV en diem quantitat de moviment p del cos: p=mv

m+1
2 n

La integral d’'una funcié polinomica es calcula amb la férmula que ens déna la funcié primitiva: I X' = . Ara s’ha de substituir la x

m+1
pel seu valor final x, i després pel seu valor inicial x; i restar.
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Es una nova magnitud. Les seves unitats seran:
. . . . . . m
[unitats de quantitat de moviment] = [unitat de massa]-[unitats de velocitat] = kg-—
S

Comprovem que les unitats d’aquestes dues magnituds coincideixen:

[unitats d'impuls]=N-s=[kg mz]-[s] =[kg mzs] = kg-m =[unitats de quantitat de moviment]
S s S

Si mirem a I'expressio [2], I'impuls que ha rebut el cos, podem escriure: I = Ap

Aquesta expressio és el teorema de I'impuls i la quantitat de moviment: i que s’expressa aixi:
“L’impuls que rep un cos li fa variar la quantitat de moviment”

Com es calcula el treball d’'una for¢ca que varia amb el temps

Ja es veu de seguida que per fer servir la férmula de I'impuls: | = F-At, cal que la forca F sigui constant. Quan la forca és
variable, per calcular I'impuls, cal recérrer al calcul integral. EI raonament és com el d’abans amb el treball. Imaginarem que el
temps At durant el qual la forca dona I'impuls al cos, el dividim en un nombre infinit de trossos infinitament petits dt tant petits
gue es pot imaginar que en aquest infinitessim de temps la forca F s’ha mantingut constant. Llavors ja es pot calcular I'impuls
fet a cada un d’aquests dt amb la férmula d’abans. Aquest impuls també sera infinitament petit dl.

dl = F.dt
L’impuls total sera la suma d’aquests infinits impulsos dl infinitament petits des de I'instant inicial t; en qué comenca a actuar
la for¢a fins al final to. Aix0, en matematiques se’'n diu una integral definida.

= ["Ft

Ja hem dit que amb les férmules que ens donen les matematiques podrem resoldre aquests problemes.

Ara farem servir aquest teorema per resoldre un exercici en qué ens demanen la velocitat final d’un cos quan hi actua una
forca que varia amb el temps.

Exemple 2

Estirem un cos de massa m = 20 kg amb una forga variable F(t) = 80 — 8t (en N i S) per un pla horitzontal. El cos té una
velocitat inicial Vo, = 16 m/s i la forga la fem en la mateixa direccid i sentit que la velocitat. Calcula la velocitat al cap d'un
temps At =4 s.

L'impuls que la forga F déna al cos en un temps dt és: dl = F-dt i I'impuls total sera la suma de tots aquests dI, és a dir, la
integral:
t=4

t=4 4 4
I=["di=["Fdt=[ (80-8t)dt=[g0t - 4t* |} = (804 - 44%) - (800 - 40%) =256 N
Ara ja sabem I'impuls que ha rebut el cos.

Calculem la quantitat de moviment inicial: ~ p, =mv, =2016=320 N's

i, amb el teorema, sabrem la final: | =Ap > l=p -p, > p=p,+1=320+256=576 N

| la velocitat: p=mv > v=£=@=28,8 m/s

Demostraci6 dels teoremes de transformaci6 suposant que les forces sén variables

Hem justificat la necessitat d’introduir els teoremes de transformacio perqué, quan les forces eren variables, no podiem
resoldre els problemes de dinamica amb I'aplicaci6 directa de la 2% llei. Empero la deduccié d’aquests teoremes I'hem feta
justament en el suposit de queé les forces fossin constants per tal de poder-ho fer a un nivell ben assequible. Ara cal fer la
deducci6 rigorosa suposant que les forces son variables.

Teorema de les forces vives:
“El treball que rep un cos lliure li fa variar I'energia cinética o es transforma en energia cinética del cos”
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Xy — * . Xa dV Xz dX
El treball és:W = [ F-dx W= ~madx W= [ "m—dx=["m=—dv
X > : dv > % dt X1 dt N
La 2% llei: F =ma I'acceleracié:a:a la veIocitat:v:%
= [ mv- =" mv- 1 1 1
W=, mvdv > W=l mvdvo, W=[§mv2]§f =Emv2—§mv2:Ucyz—Ucyl=AUc

canvi de variables: fem la integral:

Teorema de I'impuls i la quantitat de moviment:
“L’impuls que rep un cos li fa variar la quantitat de moviment o es transforma en quantitat de moviment del cos”

t
. w1 _ [P | =| madt t, dv
L'impuls eS'I_L F-dt L s |:Lma.dt N
La 2% llei: F=ma I‘acceleracié:a=a simplificant :
t, \Z
= tl mdv > = v mav. =[mv]z =mv, —mv, = p, - p, = Ap

canvi de variables: fem la integral:




